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Abstract. Neste trab alho e apresentada uma estrategia de congelamento do pr é-c on-
dicionador combinada com o m étado de Newton-Krylov-Schwarz Inexato que permite a
reducao do custo computacional sem o comprometimento da qualidade da solucao.
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1. INTRODUCAO

Neste trabalho se estd interessado em resolver numericamente as equacoes estacionarias
de Euler e Navier-Stokes compressiwel. E sabido que uma estrat egia eficiente para resolver
tais problemas estaciondrios nao-lineares consiste em obter a solucao via um esquema
incremental, partindo-se de uma solucao inicial e marchando no tempo ate alcan  can
solucao desejada. Neste caso, é desej” av el utilizar um algoritmo transiemque seja estav el
e computacionalmente eficiente. Como o esquema de integra ao no tempo n aorequer
alta ordem de precisao, a aproximacao de elementos finitos constante no tempo e lin-
ear no espaco, utilizando formulacgoes estaveis do tipo P etro-Galerkin, como o metodo
SUPG e CAU, combinado com um algoritmo preditor-corretor, se adequam perfeitamente
(Almeida, 1993).

Do ponto de vista computacional este algoritmo tem um alto custo computacional,
mesmo em um problema de pequena ordem, pois é necessario calcular e armazenar a ma-
triz tangente assim como resolver um sistema de equacoes a cada incremento de tempo.
Este elevado custo pode ser reduzido pela utiliza ac dos chamados métodos de Newton
Inexatos, onde os algoritmos de resolu, c’adireta sao substituidos por iterativos. Esta
substituicao permite uma redu ao da area de armazenamento e possibilita um custo
menor na resolu, cado sistema de equagoes, mas em contrapartida requer o uso de pre-
condicionadores que assegurem a aceleracao da convergencia dos esquemas iterativos.

Diferentes procedimentos de redu, cado custo computacional, via estrat egias de con-
gelamento do pr e-condicionadorapés a execu¢aode um certo nimero de passos, podem



ser encontrados na literatura (Brown and Saad, 1990; Venkatakrishnan, 1995). Estas
estratégias baseiam-se no fato de que, na vizinhanca da solucao, a matriz tangente varia
pouco a cada passo. No entanto, com estes procedimentos, um grande esfor¢o computa-
cional é dispendido no inicio do processo (longe da solugao). Ja na vizinhanga da solugao
o ganho computacional decorrente do congelamento do pré-condicionador pode ser su-
perado pelo custo computacional adicional advindo da reducao da taxa de convergéncia
decorrente de uma mé aproximacgao do pré-condicionador.

Neste trabalho propoe-se uma metodologia de redugao do custo computacional via
congelamento do pré-condicionador de forma a nao reduzir, acentuadamente, a taxa de
convergéncia do algoritmo preditor-corretor, garantindo de forma global, a eficiéncia com-
putacional do método de resolucao.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA

O escoamento compressivel de um fluido newtoniano num dominio bidimensional,
Q) C R? de frontteira suave I' é descrito pelas equacoes de Navier Stokes que representam:
a conservacao de massa; balanco de momentum e o balanco de energia. Se designamos
por U ao vetor de varidveis de conservacao, UL = [p, puy, pus, pe], onde p é a densidade,
u; (1 = 1,2) sdo as conpomentes do campo de velocidades e e é a densidade de energia
total, esse sistema de equacoes é descrito por:

Ui+ Fi=F,+F emQ (1)

onde F; (i = 1,2) sao os fluxos de Euler; F? (i = 1,2) sao os fluxos dissipativos devidos
aos termos viscosos e de calor e F é o termo de fonte.

Objetivando a construcao de métodos de elementos finitos estabilizados o sistema de
equagoes (1) pode ser escrito na forma

U;+A- VU=V -KVU+F em?( (2)
onde V! () = (Im%,[m%) é o operador gradiente generalizado; A; = F;y sao as

matrizes jacobianas do fluxo de Euler e K;;U; = F? (i =1,2). Tal sistema pode ainda
ser escrito numa forma simétrica (Hughes et al., 1986), utilizando-se as varidveis (fisicas)
de entropia. A grande vantagem de se utilizar tal forma reside no fato de que a formulacao
variacional baseada no método de Galerkin conduz a satisfacao automdtica da segunda
lei da termodinamica que governa a producao de entropia e representa a condi¢ao bdsica
que distingue solugoes fisicamente admissiveis das nao admissiveis.

Assim, se designamos por V as varidveis de entropia, a transformacao de varidveis
conduz ao seguinte sistema simétrico

AV i+ A-VV =V.-K VV +9 (3)

onde: Ay = U,y é simétrica e positiva definida, as matrizes A; = A; Ag sao simétricas e K
¢ simétrica positiva semi-definida com K;; = K;;Ay.



2.1. APROXIMACAO NUMERICA

Como é bem sabido, o carater predominantemente convectivo dos problemas a serem
abordados requerem o uso de formulagoes estabilizadas de elementos finitos do tipo SUPG
e CAU. No entanto para o objetivo bdsico deste trabalho, e sem perda de generalidade,
nos restringiremos a aproximacoes numéricas via o método SUPG (Hughes and Mallet,
1986) baseados na formulacao variacional espago-tempo de (3).

Para tanto consideremos as particoes 0 =ty < t;... <1, < tp41 < ...de R, e denotemos
por I, = (ty, tny1) 0 n-ésimo intervalo de tempo. Neste contexto o dominio de integragao
espaco-tempo é €, = Q) x I,,, com o contorno I, =" x I,,. Suponhamos ainda que para
0 n-ésimo passo no tempo, o dominio espacial estd particionado em (NN,), elementos Q° e
portanto em Qf = Q° x I, , e=1,...(Ng), -

Com base nestas definicoes, a solucao aproximada do método SUPG, com base numa
formulagdo variacional espago-tempo é o elemento V" € S”, tal que para n = 0,1,2..., a
seguinte relacao seja verificada:

Vi (AVP+ A VVE -V K VVh—09) dxdt  +

Qn

(No)n L B _
3 /B(AOVthA-VVh)-Tf (AVP +A-VVh = V. K YV — ) dxdt +
e=1 n

/Qf/h(t;) Ay (VM) — V() de =0, VT esh (4)
onde a matriz 7¢, (m x m) é definida em (Shakib, 1985).
Sh={vhvhe (C°(©a))" sV lage (PF0) " /1 (V) [r=9 ()} (5)
é o conjunto das funcoes teste e
3= {77 e (C0@0)" V" fage (PF(@0)" 512 (V") = 0} (6)

é o espaco das variagoes admissiveis.

Nas expressoes anteriores P* é o espaco dos polinémios de grau menor ou igual a k.
L2 R — R0 < i < m, sdo as funcoes de transformacao das condicoes de contorno,
nao-lineares, de variaveis de entropia para variaveis de conservacao.

Dado que o carater transiente do modelo adotado visa tnica e exclusivamente re-
solver a nao-linearidade intrinseca ao modelo real do problema estacionario, adotamos
uma aproximacao de elementos finitos descontinua e constante no tempo, e seccional-
mente linear e continua no espaco. Obviamente, para problemas realmente dependentes
do tempo, esta aproximacao conduziria a um esquema de baixa ordem de precisao no
tempo. No entanto, para a obtencao de solugoes nao lineares de problemas estacionarios
este esquema é altamente vantajoso do ponto de vista computacional, no sentido que a
discretizacao no tempo nao acarreta num aumento do nimero de graus de liberdade em
cada passo de tempo.

3. METODO DE NEWTON-KRYLOV-SCHWARZ INEXATO

A aproximagao de elementos finitos da forma variacional, Eq. (4), conduz a um
sistema de equagoes algébricas nao-lineares, com (V,),, X m incégnitas nodais, onde (N,),
representa o numero total de nés da malha de elementos finitos no n-ésimo passo de tempo
e m corresponde ao nimero de incégnitas em cada né (m = 4).



De uma forma geral a resolucao desse sistema de equagoes nao-lineares pode ser ex-
pressa por

G(Ups1;un) =0 (7)

onde u,, é a solucao inicial conhecida (solucao final do passo anterior) e u,,1 é a solugao

a ser obtida no instante t,_;. Expandido-se em série de Taylor tal que, denotando por u'

a aproximacao na l-ésima iteracao com u® = u,, escreve-se

OG (u; uy,

G (Uns1; tn) = G(u';uy) + 5 )6ul =0 (8)

com du' = u't! — u!. Designando-se

7 (o) = 2L ) )

como a matriz tangente e
R (u') = G(u';uy) (10)

como o vetor residuo da [-ésima iteragao, o sistema (8) pode ser resolvido via o algoritmo
preditor-corretor utilizado em (Almeida, 1993) apresentado na Tabela 1.

1. - Inicializacao u°
2. - Incremento no tempo
Don=0,...,n4¢p—1
3. - Passo Preditor
u’ = u,

4. - Determine At
5. - Passo Multi-Corretor
Dol =0,...lnhx—1
J(uh)du! = —R(u')
W+ =yl + Sul
Enddo

_
Upyp1 = u'™

If [[uni1 — upl| < tol  Stop
Enddo

Tabela 1: Algoritmo Preditor-Corretor

Para problemas estaciondrios é suficiente utilizar [, = 1. O passo corretor consiste
no uso do método de Newton, também conhecido como método de Newton-Raphson, que
requer a resolucao de um sistema de equagoes lineares a cada iteracao do método.

Do ponto de vista computacional este algoritmo tem um alto custo, pois é necessario
calcular e armazenar a matriz tangente, assim como resolver um sistema de equagoes
a cada incremento de tempo. Este custo pode ser reduzido utilizando-se os chamados
métodos de Newton Inexatos, também conhecidos como métodos de Newton Truncados



( Truncated Newton method), onde o método direto é substituido por um método iter-
ativo (Brown and Saad, 1990; Venkatakrishnan, 1995). Nesta classificagao incluem-se os
chamados métodos de Newton-Krylov.

O termo Newton-Krylov se refere ao uso de um método iterativo do tipo Krylov, para
resolver o sistema de equacoes, onde o calculo da acao da matriz tangente de GG sobre um
vetor de Krylov z; é aproximada por

()2 ~ % (G(us + e21) — Gluy)] (11)
sendo € uma constante dependente do tipo de problema que se deseja resolver. O inconve-
niente deste procedimento recai na escolha do parametro e: se € for “muito grande”, avalia-
se mal a aproximagao (11); se for “muito pequeno”, a aproximacgao (11) fica suscetivel a
erros de arredondamento (Venkatakrishnan, 1995). Em contrapartida, com este procedi-
mento evita-se o armazenamento da matriz tangente (matrix free methods). A vantagem
do uso da aproximagao (11) é que esta permite que seja melhorada a convergéncia do
método de Newton Inexato (Cai et al., 1996; Venkatakrishnan, 1995).

Entretanto, os métodos iterativos empregados necessitam de um pré-condicionador
e portanto é ainda necessario o armazenamento e a geracao de uma aproximacao da
matriz tangente. Assim, neste trabalho a nomeclatura Newton-Krylov-Schwarz Inexato
(NKSI) se refere ao emprego de um método Krylov-Schwarz para resolver o sistema de
equacoes lineares do algoritmo preditor-corretor, dando origem assim a um método do
tipo Newton-Krylov-Schwarz no qual nao se utiliza a aproximacao (11). Na préxima
secao apresentaremos a versao aditiva do método de Schwarz com sobreposicao.

4. METODO ADITIVO DE SCHWARZ COM SOBREPOSICAO

O método utilizado na resolucao do sistema do passo corretor é uma versao do apre-
sentado em 1870 por Schwarz. Com a difusao das maquinas paralelas, métodos iterativos
baseados na versao aditiva do método de Schwarz passaram a ser largamente empregados
por serem altamente paralelizaveis e, portanto, de facil implementacao nestas maquinas
(Chan and Mathew, 1994; Tallec, 1994).

Estes métodos substituem a resolucao direta de um problema descrito por uma equagao
diferencial parcial linear definida em um certo dominio por um processo iterativo de
resolucao de sub-problemas definidos em subdominios que se sobrepoem e constituem
uma cobertura do dominio do problema global original.

Originariamente o método de Schwarz foi proposto particionando-se o dominio original
em dois sub-dominios. Assim, utilizando-se uma notacao matricial e partindo-se da n-
ésima iteracao u', a versao aditiva do método de Schwarz fornece a (I +1)-ésima iteragao,
du't!, resolvendo, alternadamente, os sub-problemas:

1

su™z = ou' — RTJ(u)[ 'R, (R(u) + J(u)éul) (12)
(13)
sultt = suttr — RTJ(u); Ry (R(u) + J(u)éul)

onde:

Ju), = RiJw)RT e J(u); = RyJ(u)RY (14)



e R e R;(i = 1,2) representam matrizes de extensao e restri¢io respectivamente, e os
indices 1 e 2 referem-se aos subdominios da parti¢ao do dominio original (Tallec, 1994;
Chan and Mathew, 1994; Silva, 1998).

Em muitos casos a particao do dominio em dois nao é suficiente, pois a solucao
dos problemas locais ainda pode ser uma tarefa complexa. Portanto é necessaria a
generalizacao do conjunto de equagoes (12) para um nidmero maior de particoes do
dominio. Admitindo-se que o dominio €2 tenha sido particionado em NP subdominios
Q;, 1=1,2,..., NP, a versao aditiva passa a ser escrita como

SultINE = 5y FE=D/INP _ RT ()R, (R(u) + J(u)(Sul) i=1,2,...,NP. (15)

Substituindo os valores de du/T(—1D/NP nas equacdes (15) obtém-se a equacio geral
para o método Aditivo de Schwarz com sobreposi¢ao:

Sult! = su! — IgRiTJ(u);lRi (R(u) + J(u)ou') (16)

E interessante observar que o método aditivo de Schwarz, como apresentado na Eq.
(16), também pode ser interpretado como o método de resolucao estacionério de Richard-
son Modificado, muitas vezes denominado somente com método de Richardson, pré-
condicionado com o parametro de relaxacado (©) iqual a 1, onde a matriz de pré-con-
dicionamento é definida como:

NP
M7 =>"RlJ(u);'R; . (17)
=1

E de conhecimento geral que a convergencia do método estacionario de Richardson é
muito lenta, quase linear, e portanto necessita-se usar alguma técnica para acelerar sua
convergencia. Todo método iterativo consistente e linear pode ser escrito como o método
de Richardson com © = 1 (Tallec, 1994) e desta forma, pode-se acelerar a convergéncia
do método aditivo de Schwarz utilizando-se qualquer outro método iterativo que possua
uma maior taxa de convergéncia e onde a matriz de pré-condicionamento é dada pela Eq.

(17).

5. METODOS DE KRYLOV-SCHWARZ

Na modelagem numérica das equacgoes de Navier-Stokes, sistemas de equagoes nao
simétricas sao gerados e portanto, a escolha do método iterativo mais apropriado para
acelerar a convergéncia do ASM estd longe de ser uma tarefa facil. Os mais utilizados sao
os métodos nao-estaciondrios obtidos a partir de aproximacoes em subespacos de Krylov,
os chamados métodos de Krylov, baseados em minimizacao do residuo por serem os mais
robustos (Saad, 1995).

Neste trabalho utilizou-se o método FGMRES (Flexible Generalized Minimal Resid-
ual). Este método é uma versao do método GMRES diferenciando-se deste na forma
pela qual a base de Krylov é gerada. Assim para o FGMRES, o sub-espaco de Krylov é
expresso por

span [7"0, J(u) My vy, J(u)> My v, . J(u)kMk_lvk] (18)

Para que seja possivel o cdlculo da nova solucao aproximada torna-se necessario o
armazenamento dos vetores z; = M, 'v; pois a matriz M; ' poderd ser diferente para cada



v da base. Esta versao tem a desvantagem de requerer que sejam armazenados mais k
vetores.

Devido a possibilidade de utilizacao de métodos iterativos na resolugao do pré-con-
dicionador adotou-se o método FGMRES(k), tomando-se M, constante para todos os
valores de j e definida como na Eq. (17). Com isso acelera-se a convergéncia do ASM
com um método que possui caracteristicas semelhantes ao GMRES. Essa combinacao do
FGMRES(k) e o ASM sera de agora em diante denominada método de Krylov-Schwarz
(KSM).

Um dos fatores responsaveis pela eficiéncia dos métodos KSM esta relacionado a forma
pela qual sao resolvidos os problemas locais. A solucao de tais problemas é de importancia
fundamental nao s6 no que diz respeito a convergéncia do KSM como também porque
a maior parte do custo computacional dos métodos de decomposicao de dominio estd
relacionada a resolucao dos problemas locais.

Para a solucao destes problemas podem ser usados métodos diretos ou iterativos de
resolucao de sistemas de equagoes (Silva and Almeida, 1997). Entretanto para retirar a
influéncia de uma solucgao local aproximada na convergéncia do NKSI adotou-se o método
de fatoracao LU.

6. ESTRATEGIA DE CONGELAMENTO DO PRE-CONDICIONADOR

Devido ao grande nimero de passos do algoritmo preditor-corretor, seu custo com-
putacional é muito alto, mesmo em um problema de pequena ordem. Para minimiza-lo é
apresentada em (Venkatakrishnan, 1995) uma estratégia que congela o pré-condicionador
apos a execucao de um certo numero de passos. Esta estratégia baseia-se no fato de
que, na vizinhanga da solugao, a matriz tangente varia pouco a cada passo, e portanto
justificar-se-ia manter o pré-condicionador inalterado (congelamento). No entanto, com
essa estratégia, um grande esfor¢o computacional é dispendido no inicio do processo (longe
da solugao). J4, na vizinhanca da solugao, o ganho computacional decorrente do con-
gelamento do pré-condicionador pode ser superado pelo custo computacional adicional
advindo da reducgao da taxa de convergéncia do KSM decorrente de uma ma aproximagao
do pré-condicionador.

Neste trabalho, propoe-se calcular o pré-condicionador a cada ny,. passos do algoritmo
preditor-corretor. Com isso consegue-se uma estratégia menos dependente da escolha de
um dado parametro, visto que o pré-condicionador é calculado a cada n;,,. passos, como
apresentado a seguir.

7. RESULTADOS NUMERICOS

Consideremos o chamado de problema de Carter, que consiste em um escoamento
viscoso supersonico (nimero de Mach M = 3) bi-dimensional incidindo sobre uma placa
plana com angulo de ataque zero. O dominio computacional as condi¢oes de contorno
sao apresentados na Fig. 1. Ali, o indice oo refere-se as condicoes do escoamento nao
perturbado pela placa, a saber: ps = 1, Uy = 1 € Oy = 2.769 x 10~%. A temperatura de
estagnacao, definida como 0y,, = O (1 + % (v—1) Mgo) é prescrita sobre a placa e a lei
de viscosidade de Sutherland é aplicada para modelar a dependéncia da viscosidade sobre
a temperatura.

Para demonstrar as vantagens e desvantagens do uso do NKSI, utilizou-se o método
SUPG com uma malha de 16x72 elementos (4964 graus de liberdade); adotou-se a to-
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Figura 1: Dominio computacional e condi¢oes de contorno

lerancia do algoritmo preditor-corretor igual a 10~%, tolerdncia do KSM igual a 1075.
O numero de passos do algoritmo preditor-corretor para os solucionadores propostos na
secao 4.4 sao apresentados na Tabela 2. Nota-se que o algoritmo apresentou um aumento
do ntimero de passos, como conseqiiéncia do aumento do nimero de particoes como es-
perado. Entretanto, com o aumento do niimero de particoes a eficiéncia computacional
do algoritmo nao é prejudicada.

NKSI
NP =2 NP =4 NP =8
It. | Tepe(s) | Tt | Tege(s) | It. | Tepe(s)
54 | 4076.19 | 53 | 1097.89 | 64 | 478.92

Tabela 2: Niumero de passos do algoritmo preditor-corretor com o solucionador local LU
do Método de Newton-Krylov-Schwarz.

Quando a solucao deste exemplo é obtida utilizando-se o algoritmo preditor-corretor
com o método de Newton, obtém-se 78 passos. As possiveis causas da diminuicao quando
se utiliza o KSM sao: a reinicializacao do método FGMRES, que permite que nao sejam
acumulados erros de arredondamento, e as condicoes de contorno impostas nas regioes de
sobreposicao entre os dominios.

Para testar a estratégia de congelamento do pré-condicionador utilizou-se uma malha
com 1332 graus de liberdade, tolerancia local igual a 10~°, tolerancia do algoritmo pre-
ditor-Corretor igual a 10~* e o niimero miximo de passos igual a 100. Os tempos de
execucao para esta estratégia com NP = 2 sao apresentados na Tabela 3 e com NP = 4
na Tabela 4.

Observa-se que congelando-se o pré-condicionador o nimero de iteragoes do KSM
aumenta, porém sem alterar o nimero de passos. O menor tempo foi conseguido com
Nipre igual a 10 para NP = 2 e igual 5 para NP = 4. A partir destes valores o custo
comeca a aumentar devido ao aumento do niumero de iteracoes do KSM. Mesmo assim,
com a utilizacao dos demais valores de n;,., a reducao do tempo de execucao é da ordem
de 40% com NP = 2. Para NP = 4 a faixa de valores n;,,. onde a redugao ¢é significativa,
Nipre = O € Njpre = 10, é bem menor devido ao grande aumento das iteragoes do KSM
para os demais valores.

Estes resultados sugerem a viabilidade da utilizacao deste procedimento para proble-



mas deste tipo. Obviamente o valor 6timo de n;,,. e a largura da faixa de valores utilizaveis
de njpr. sao dependentes do problema a ser resolvido e do nimero de parti¢oes. Deve-se
ressaltar que o tempo apresentado é o tempo médio de execucao no SP2 do LNCC com
carga heterogénea, mas razoavelmente constante durante as tomadas de tempo.

Congelamento do Pré-Condicionador NP = 2
Nipre | 1t. NKSI | It. KSM T epe(s)

1 43 56 166,7

5 43 86 95,4

10 43 159 87,3

15 43 206 90,4

20 43 248 94,9

25 43 275 97,5

Tabela 3: Teste do congelamento do Pré-Condicionador com NP = 2 (1332 ndof).

Congelamento do Pré-Condicionador NP = 4
Nipre | 1t. NKSI | It. KSM T epe(s)

1 43 60 297,8

5 43 91 154,3

10 43 177 199.7

15 43 238 207,0

20 43 287 235,0

25 43 320 251,0

Tabela 4: Teste do congelamento do Pré-Condicionador com NP = 4 (1332 ndof).

8. CONCLUSOES

Neste trabalho mostrou-se que o método NKSI com a estratégia de congelamento
é eficiente na reducao do custo computacional da resolucao de problemas de Dinamica
dos Fluidos Computacional. A estratégia do congelamento do pré-condicionador tem se
mostrado muito eficiente em todos os exemplos rodados, reduzindo substancialmente o
tempo de execucao. Maior flexibilidade pode ser dada a combinacao entre o procedi-
mento de congelamento do pré-condicionador com o método de NKSI, utilizando-se um
mecanismo de retroalimentacao que permita aumentar ou diminuir o nimero de passos
congelados em funcao da taxa de convergéncia do algoritmo preditor-corretor.

A limitacao ao tamanho do problema imposta pelo utilizacao de um solucionador
direto é séria quando se pensa em utilizar clusters, redes de estacoes de trabalho ou PC’s.
Entretanto, esta limitacao pode ser contornada se utilizando maquinas paralelas, como o
SP2 do LNCC que possui uma grande quantidade de memoria em cada né.
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PRE-CONDITIONER STRATEGIE FOR COMPRESSIBLE FLOWS

Abstract: In this paper, it is presented a strategie to freeze the pre-conditioner combined
with an Inexact Newton-Krylov-Schwarz method. This procedure saves the computational
cost without loosing accuracy of the approrimated solution.
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